
�àâíîìåðíûå òåñòû ñëó÷àéíîñòèÏî ðàññêàçàì Â.Âüþãèíà ïî ñòàòüå �à÷à1 Ïåðå÷èñëèìûå ñíèçó�óíêöèè íà ΩÏóñòü t � �óíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå Ωáåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäèíèöè ïðèíèìàþùàÿ íåîòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûåçíà÷åíèÿ è çíà÷åíèå +∞. Îíà íàçûâàåòñÿ ïåðå-÷èñëèìîé ñíèçó, åñëè äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî÷èñëà r ìíîæåñòâî
{ω | r < f(ω)}îòêðûòî, òî åñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèåìíîæåñòâ âèäà Ωx (çäåñü Ωx � ìíîæåñòâî âñåõïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íà÷èíàþùèõñÿ íà êîíå÷íîåñëîâî x), è, áîëåå òîãî, ý��åêòèâíî îòêðûòî ðàâ-íîìåðíî ïî r. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâó-åò àëãîðèòì, êîòîðûé ïîëó÷àåò íà âõîä ðàöèî-íàëüíîå r è âûäà¼ò íà âûõîä ïî î÷åðåäè ñëîâà

x0, x1, . . ., äëÿ êîòîðûõ îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ
Ωxi

ñîâïàäàåò ñ {ω | r < t(ω)}.Ýòî îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì âà-ðèàíòîì êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ïîëóíåïðå-ðûâíîé ñíèçó �óíêöèè (ãäå òðåáóåòñÿ ëèøü îò-êðûòîñòü, íî íå ý��åêòèâíàÿ îòêðûòîñòü).Òîò æå êëàññ �óíêöèé ìîæíî îïðåäåëèòü è äðó-ãèìè ñïîñîáàìè.Ôóíêöèþ u, îïðåäåë¼ííóþ íà Ω è ïðèíèìàþ-ùóþ ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ, íàçîâ¼ì ïðîñòîé,åñëè å¼ çíà÷åíèå u(ω) îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñ-ëîì ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω (íåêîòîðûì íà-÷àëüíûì îòðåçêîì). Òàêèå �óíêöèè ìîæíî çàäà-âàòü òàáëèöåé çíà÷åíèé äëÿ ðàçíûõ âàðèàíòîâ íà-÷àëüíîãî îòðåçêà è ñ÷èòàòü êîíñòðóêòèâíûìè îáú-åêòàìè.Äàëåå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåóáûâàþùèå (ïî-òî÷å÷íî) âû÷èñëèìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðî-ñòûõ �óíêöèé. Èõ (ïîòî÷å÷íûå) ïðåäåëû è ÿâëÿ-þòñÿ ïåðå÷èñëèìûìè ñíèçó �óíêöèÿìè íà Ω.Ïåðåõîäÿ ê ðàçíîñòÿì (ðàçíîñòü äâóõ ïðîñòûõ�óíêöèé áóäåò ïðîñòîé), ìîæíî ñêàçàòü òàê: ïîëó-íåïðåðûâíûå ñíèçó �óíêöèè � ýòî ñóììû âû÷èñ-ëèìûõ ðÿäîâ, ñîñòàâëåííûõ èç íåîòðèöàòåëüíûõïðîñòûõ �óíêöèé.

Åù¼ îäèí ñïîñîá çàäàòü ïåðå÷èñëèìóþ ñíèçó�óíêöèþ íà Ω òàêîâ. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþïåðå÷èñëèìóþ ñíèçó �óíêöèþ T íà ìíîæåñòâå
Σ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäè-íèö, ïðèíèìàþùóþ íåîòðèöàòåëüíûå (êîíå÷íûåèëè áåñêîíå÷íûå) çíà÷åíèÿ. (Ïåðå÷èñëèìîñòü ñíè-çó ïîíèìàåòñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå: ìíîæåñòâî ïàð
〈x, r〉, äëÿ êîòîðûõ r < T (x), ïåðå÷èñëèìî.) Òåïåðüîïðåäåëèì �óíêöèþ t íà Ω òàê:

t(ω) = sup{T (x) | x � íà÷àëî ω}Ýòà �óíêöèÿ áóäåò ïåðå÷èñëèìà ñíèçó.Âñÿêàÿ ïåðå÷èñëèìàÿ ñíèçó �óíêöèÿ íà Ω ìî-æåò áûòü ïîëó÷åíà òàêèì ñïîñîáîì. Áîëåå òî-ãî, ìîæíî íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà�óíêöèþ T . Íàïðèìåð, ìîæíî ñ÷èòàòü å¼ ìîíî-òîííîé (åñëè x � íà÷àëî y, òî T (x) ≤ T (y)), äîñòà-òî÷íî ïåðåéòè îò T (x) ê ìàêñèìóìó T (z) ïî âñåì
z, ÿâëÿþùèìñÿ íà÷àëîì x.Ìîæíî ñ÷èòàòü T âû÷èñëèìîé �óíêöèåé ñ ðàöè-îíàëüíûìè çíà÷åíèÿìè. (Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêóíàñ èíòåðåñóåò ëèøü òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü T íàâñåõ íà÷àëàõ, âìåñòî óâåëè÷åíèÿ çíà÷åíèÿ T (x)äëÿ íåêîòîðîãî x ìîæíî óâåëè÷èòü ýòî çíà÷åíèåíà âñåõ ïðîäîëæåíèÿõ ñëîâà x äîñòàòî÷íî áîëü-øîé äëèíû N ; ýòî îòëîæåííîå óâåëè÷åíèå ïîçâî-ëèò ñ÷èòàòü T âû÷èñëèìîé.)Ïî ñîîáðàæåíèÿì êîìïàêòíîñòè ñðåäè âñåõ ïå-ðå÷èñëèìûõ ñíèçó �óíêöèé T íà êîíå÷íûõ ñëî-âàõ, çàäàþùèõ äàííóþ ïåðå÷èñëèìóþ ñíèçó �óíê-öèþ t íà áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, ñóùå-ñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ. À èìåííî, ìîæíî ðàññìîò-ðåòü �óíêöèþ

T (x) = inf{t(ω) | ω íà÷èíàåòñÿ íà x}Îíà áóäåò ïåðå÷èñëèìîé ñíèçó. Â ñàìîì äåëå, r <
T (x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò r′ > r,äëÿ êîòîðîãî r′ < t(ω) äëÿ âñåõ ω, íà÷èíàþùèõñÿíà x. Ïîñëåäíåå ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü òàê:îòêðûòîå ìíîæåñòâî òåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ω,äëÿ êîòîðûõ t(ω) > r′, ñîäåðæèò Ωx. Ýòî îòêðû-òîå ìíîæåñòâî çàäàíî íàì êàê îáúåäèíåíèå ïåðå-1



÷èñëèìîãî ñåìåéñòâà èíòåðâàëîâ; åñëè îíè ïîêðû-âàþò Ωx, òî ýòî îáíàðóæèòñÿ íà êîíå÷íîì øàãå,çíà÷èò, óêàçàííîå ñâîéñòâî ïåðå÷èñëèìî (è êâàí-òîð ñóùåñòâîâàíèÿ ïî r′ íå íàðóøàåò ïåðå÷èñëè-ìîñòè).Çàìå÷àíèå. Ïîñëåäíåå ðàññóæäåíèå ñóùå-ñòâåííî èñïîëüçóåò êîìïàêòíîñòü è íå ïðîõîäèò,åñëè âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäèíèöðàññìàòðèâàòü, ñêàæåì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà-òóðàëüíûõ ÷èñåë. (Íî îïðåäåëåíèå ïåðå÷èñëèìîéñíèçó �óíêöèè è ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ íàýòîò ñëó÷àé ïåðåíîñÿòñÿ.)2 Òåñòû ñëó÷àéíîñòèÏóñòü íà ïðîñòðàíñòâå Ω çàäàíà âû÷èñëèìàÿ âå-ðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ìåðà P . Ïåðå÷èñëèìóþ ñíèçó�óíêöèþ t íà Ω (ñ íåîòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿ-ìè, âîçìîæíî, áåñêîíå÷íûìè) áóäåì íàçûâàòü òå-ñòîì ñëó÷àéíîñòè îòíîñèòåëüíî ìåðû P , åñëè ìà-òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå �óíêöèè t ïî ìåðå P íåïðåâîñõîäèò åäèíèöû, òî åñòü∫
t(ω) dP (ω) ≤ 1.(Èíòóèòèâíûé ñìûñë: ÷åì áîëüøå t(ω), òåì áîëü-øå òåñò t íàõîäèò �çàêîíîìåðíîñòåé� â ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè ω. Ñòðîÿ òåñò, ìû ìîæåì îáúÿâëÿòü çà-êîíîìåðíîñòÿìè ÷òî óãîäíî, íî äîëæíû �ñîáëþ-äàòü ìåðó�: åñëè çàêîíîìåðíîñòåé áóäåò ñëèøêîììíîãî, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñòàíåò áåñêî-íå÷íûì.)Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω ïðîõîäèò òåñò t, åñëè

t(ω) < ∞. Ïîñëåäîâàòåëüñòü áóäåì ñ÷èòàòü ñëó-÷àéíîé, åñëè îíà ïðîõîäèò âñå òåñòû. Êàê ìûóâèäèì, ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñî ñëó÷àéíî-ñòüþ ïî Ìàðòèí-Ë¼�ó, ïîñêîëüêó òåñò â íåêîòî-ðîì ñìûñëå çàìåíÿåò ñåìåéñòâî ïîêðûòèé óìåíü-øàþùèõñÿ ìåð. Íî ñíà÷àëà äîêàæåì òåîðåìó, àíà-ëîãè÷íóþ òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè ìàêñèìàëüíî-ãî ý��åêòèâíî íóëåâîãî ìíîæåñòâà.Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé âû÷èñëèìîé ìåðû P óùå-ñòâóåò ìàêñèìàëüíûé òåñò u îòíîñèòåëüíî P : äëÿëþáîãî äðóãîãî òåñòà t îòíîñèòåëüíî P íàéä¼òñÿêîíñòàíòà c, äëÿ êîòîðîé
t(ω) ≤ cu(ω)äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω ∈ Ω.(Â ÷àñòíîñòè u(ω) êîíå÷íî, åñëè è òîëüêî åñëèâñå t(ω) êîíå÷íû, òàê ÷òî ýòîò òåñò ïðîõîäÿò ñëó-÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è òîëüêî îíè.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïåðå÷èñëÿòü àëãîðèò-ìû, çàäàþùèå ïîëóíåïðåðûâíûå ñíèçó �óíêöèè.Êàæäûé òàêîé àëãîðèòì ïîðîæäàåò ìîíîòîííóþïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ �óíêöèé. Ïðåæäå÷åì âûïóñòèòü î÷åðåäíóþ ïðîñòóþ �óíêöèþ âñâåò, áóäåì óáåæäàòüñÿ, ÷òî å¼ ìàòåìàòè÷åñêîåîæèäàíèå ïî ìåðå P ìåíüøå 2. (Åñëè àëãîðèòìçàäà¼ò òåñò, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íå áîëü-øå 1, è ïîòîìó, âû÷èñëèâ çíà÷åíèÿ ìåðû P ñ äî-ñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ, ìû ñìîæåì óáåäèòüñÿ, ÷òîîíî ìåíüøå 2.) Åñëè óáåäèòüñÿ íå óäàëîñü, òî íàýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ �óíêöèé îáðû-âàåòñÿ.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïåðå÷èñëèì âñå òåñòû, àòàêæå íåêîòîðûå íå ñîâñåì òåñòû, íî íå áîëåå÷åì âäâîå ïðåâîñõîäÿùèå òåñòû. Îñòà¼òñÿ ñëîæèòüâñå �óíêöèè ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîý��èöèåíòà-ìè, ñóììà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 1/2 (ñêàæåì
1/2i+2).Òåîðåìà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîõîäèò âñå òå-ñòû (ïðîõîäèò óíèâåðñàëüíûé òåñò) òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà îíà ñëó÷àéíà ïî Ìàðòèí-Ë¼�ó.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè t � òåñò, òî ìíîæåñòâîòåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ω, äëÿ êîòîðûõ t(ω) >
N , ý��åêòèâíî îòêðûòî, ìîæåò áûòü ý��åêòèâíîóêàçàíî ïî N è èìååò ìåðó íå áîëüøå 1/N , òàê÷òî íå ïðîõîäÿùàÿ òåñò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (äëÿêîòîðîé t áåñêîíå÷íî) ñîäåðæèòñÿ â ý��åêòèâíîíóëåâîì ìíîæåñòâå.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ âñÿêîãî ý��åêòèâíî íó-ëåâîãî ìíîæåñòâà N ìîæíî ïîñòðîèòü òåñò, êîòî-ðûé áåñêîíå÷åí íà âñåõ ýëåìåíòàõ ýòîãî ìíîæå-ñòâà. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîãî ý��åêòèâíî îò-êðûòîãî ìíîæåñòâà U �óíêöèÿ χU , ðàâíàÿ åäèíè-öå âíóòðè U è íóëþ â îñòàëüíûõ òî÷êàõ, ïåðå÷èñ-ëèìà ñíèçó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Uε ý��åêòèâíî îò-êðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå N è èìåþùåå ìå-ðó ìåíüøå ε. Òåïåðü â êà÷åñòâå òåñòà ìîæíî âçÿòüñóììó ∑

i

ciχUεi
,ãäå ci ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, à εi ê íóëþ, ïðè-÷¼ì áûñòðåå, òàê ÷òî ∑

ciεi < 1.Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ñìåíèòü øêàëó íà ëîãà-ðè�ìè÷åñêóþ, îïðåäåëèâ d(ω) ðàâåíñòâîì
u(ω) = 2d(ω)(ãäå u � óíèâåðñàëüíûé òåñò). Ôóíêöèÿ d ïåðå-÷èñëèìà ñíèçó è ìàêñèìàëüíà (ñ òî÷íîñòüþ äî àä-äèòèâíîé êîíñòàíòû) ñðåäè ïåðå÷èñëèìûõ ñíèçó2



�óíêöèé, ó êîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âå-ëè÷èíû 2d(ω) êîíå÷íî. Ôóíêöèÿ d, òàê ñêàçàòü, èç-ìåðÿåò äå�åêò ñëó÷àéíîñòè â áèòàõ, è îïðåäåëåíàñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû. Çàìåòèì,÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü d íåîòðèöàòåëüíîé, òàê êàêìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëèøü �óíêöèè t, íå ìåíü-øèå åäèíèöû (ïðèáàâëåíèå êîíñòàíòû íå âëèÿåòíà êîíå÷íîñòü èíòåãðàëà). Òàêæå ìîæíî áåç îãðà-íè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî �óíêöèÿ dèìååò öåëûå çíà÷åíèÿ.Êàê ìû âèäåëè, äå�åêò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êî-íå÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñëó÷àéíà ïîÌàðòèí-Ë¼�ó.Çàìå÷àíèå: â îòëè÷èå îò õàðàêòåðèçàöèè ñïîìîùüþ ìîíîòîííîé èëè àïðèîðíîé ñëîæíîñòè,êðèòåðèé ñëó÷àéíîñòè ñ ïîìîùüþ òåñòîâ çàâåäî-ìî èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âû÷èñëèìûõ ïåðå-ñòàíîâîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.3 Ïðå�èêñíûé è îáû÷íûéäå�åêòÏðèâåä¼ííîå îïðåäåëåíèå äå�åêòà íàïîìèíàåòîïðåäåëåíèå ïðå�èêñíîé ñëîæíîñòè. Ìîæíî äàòüè äðóãîå îïðåäåëåíèå, êîòîðîå áîëüøå ïîõîæå íàîáû÷íóþ ñëîæíîñòü. À èìåííî, áóäåì òðåáîâàòü,÷òîáû ìåðà ìíîæåñòâà âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,äëÿ êîòîðûõ òåñò áîëüøå N , íå ïðåâîñõîäèëà 1/N .(Î÷åâèäíî, ýòî ñâîéñòâî áîëåå ñëàáîå, òî åñòü âû-ïîëíåíî äëÿ âñåõ �óíêöèé ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-äàíèåì íå áîëüøå 1 � íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà).Â ëîãàðè�ìè÷åñêîé øêàëå ýòî âûãëÿäèò òàê:ìåðà ìíîæåñòâà òåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ãäå äå-�åêò áîëüøå n, íå áîëüøå 2−n.Ñòðîÿ óíèâåðñàëüíûé òåñò, óäîáíî ïîëüçîâàòü-ñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêîé øêàëîé è îãðàíè÷èâàòüñÿ öå-ëûìè çíà÷åíèÿìè n. Íàäî, êàê è ðàíüøå, ïåðå÷èñ-ëÿòü âñå òåñòû di (ïðè ýòîì ìîãóò ïîïàñòü è íåòîëüêî òåñòû, íî ïî÷òè òåñòû) è çàòåì âçÿòü âçâå-øåííûé ìàêñèìóì:
d(ω) = max

i
[di(ω) − i] − cÏðè ýòîì d óñòóïàåò di íå áîëåå ÷åì íà i, à ìíî-æåñòâî òåõ ω, ãäå d(ω) > k, åñòü îáúåäèíåíèå ìíî-æåñòâ, ãäå di(ω) > k + i + c, èõ ìåðû íå áîëüøå

O(2−k−i−c), è ïðè ïîäõîäÿùåì c ñóììà ìåð áóäåòìåíüøå 2−k, ÷òî è òðåáîâàëîñü.Âîçíèêàþò äâå �ìåðû íåñëó÷àéíîñòè�, êîòîðûåìîæíî íàçâàòü ïðå�èêñíûì äå�åêòîì dP è îáû÷-íûì äå�åêòîì dS . Îáå îíè çàäàþò îäíî è òî

æå ìíîæåñòâî íåñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé(êàê ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áåñêîíå÷íî-ãî äå�åêòà). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî è êîíå÷íûå çíà÷å-íèÿ ýòèõ äå�åêòîâ ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì. Â îäíóñòîðîíó ýòî î÷åâèäíî: âñÿêèé ïðå�èêñíûé òåñò ÿâ-ëÿåòñÿ îáû÷íûì òåñòîì, òàê ÷òî
dP (ω) ≤ dS(ω) + O(1).Â îáðàòíóþ ñòîðîíó íåðàâåíñòâî ìåíåå òî÷íîå:Òåîðåìà.

dS(ω) ≤ dP (ω) + 2 log dP (ω) + O(1).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d � îáû÷íûé òåñò (âëîãàðè�ìè÷åñêîé øêàëå). Ïîêàæåì, ÷òî d−2 log dÿâëÿåòñÿ ïðå�èêñíûì òåñòîì. Âåðîÿòíîñòü òîãî,÷òî d(ω) íàõîäèòñÿ ìåæäó i è i + 1, íå ïðåâîñõî-äèò 1/2i, èíòåãðàë îò 2d−2 log d ïî ýòîìó ìíîæåñòâóîöåíèâàåòñÿ êàê 2−i2i−2 log i = 1/i2 è ïîòîìó îáùèéèíòåãðàë êîíå÷åí.Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî íåðàâåíñòâî a < b +
2 log b+O(1) ñëåäóåò èç b > a− 2 log a−O(1) (åñëè
b > a, òî âñ¼ è òàê ÿñíî; åñëè a < b, òî log a < log b).Çàìå÷àíèå. Ïðèíöèïèàëüíàÿ ðàçíèöà ýòîãîóòâåðæäåíèÿ ñ óòâåðæäåíèåì î ñâÿçè îáû÷íîé èïðå�èêñíîé ýíòðîïèè ñîñòîèò â òîì, îöåíêà ïî-ãðåøíîñòè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äå�åêò ñëó÷àéíîñòè(è ïîòîìó ìàëà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, áëèçêèõê ñëó÷àéíûì), à íå ÷åðåç ñëîæíîñòü (êàê îáû÷íî).4 Ôîðìóëà äëÿïðå�èêñíîãî äå�åêòàÄëÿ óíèâåðñàëüíîãî òåñòà ñëó÷àéíîñòè u (â ïðå-�èêñíîì ñìûñëå, ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì)èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ �îðìóëà, âûðàæàþùàÿ åãî÷åðåç àïðèîðíóþ âåðîÿòíîñòü (è òåì ñàìûì ïðå-�èêñíóþ ñëîæíîñòü):Òåîðåìà

u(ω) =
∑

{m(x)/P (x) | x � íà÷àëî ω}ãäå m(x) � àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü (íà èçîëèðî-âàííûõ ñëîâàõ, íå íà äåðåâå � äðóãèìè ñëîâàìè,
m(x) = 2−KP (x)), à P (x) � ìåðà ìíîæåñòâà Ωx.(�àâåíñòâî çäåñü ïîíèìàåòñÿ ñ ìàêñèìàëüíî ðà-çóìíîé òî÷íîñòüþ: äî îãðàíè÷åííîãî è îòäåë¼ííî-ãî îò íóëÿ ìíîæèòåëÿ.)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó m ïåðå÷èñëèìàñíèçó, à P âû÷èñëèìà (è ïîòîìó 1/P ïåðå÷èñëè-ìà ñíèçó), òî ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ ïå-ðå÷èñëèìîé ñíèçó �óíêöèåé íà Ω. Ïðîâåðèì, ÷òî3



å¼ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîíå÷íî. Â ñàìîì äå-ëå, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå åñòü ñóììà ïî n ìà-òåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé �óíêöèé, êîòîðûå ïîëó-÷àòñÿ, åñëè â �îðìóëå îñòàâèòü ñóììèðîâàíèå ïîñëîâàì äëèíû n. Íî êàæäîå òàêîå îæèäàíèå ðàâ-íî ∑
m(x) ïî ñëîâàì äëèíû n (ìåðà ìíîæåñòâà

Ωx ñîêðàùàåòñÿ ñ P (x) â çíàìåíàòåëå), è â ñóììåïîëó÷èòñÿ ∑
m(x) ïî âñåì x, à ýòà ñóììà êîíå÷íà.Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Ôóíêöèÿ u ïðåäñòàâèìàâ âèäå ñóììû âû÷èñëèìîãî ðÿäà èç ïðîñòûõ �óíê-öèé. Êàæäóþ ïðîñòóþ �óíêöèþ ìîæíî ïðåäñòà-âèòü â âèäå ñóììû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèéèíòåðâàëîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè,ïîýòîìó u åñòü ñóììà (âû÷èñëèìîãî) ðÿäà èç õà-ðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé èíòåðâàëîâ ñ ðàöèî-íàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè. Ïóñòü xk � êîðåíü

k-ãî èíòåðâàëà, à rk � êîý��èöèåíò ïðè ñîîò-âåòñòâóþùåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè. Ýòîîçíà÷àåò, äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òî
u(ω) =

∑
{rk | xk � íà÷àëî ω}.Êîíå÷íîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ u îçíà÷à-åò, ÷òî ∑
rkP (xk) < ∞,îòêóäà m(k) ≥ rkP (xk), ãäå m(k) � àïðèîðíàÿ âå-ðîÿòíîñòü ÷èñëà k. Ïðåäïîëîæèì äëÿ íà÷àëà, ÷òîâñå xk ðàçëè÷íû (ýòîãî ëåãêî äîáèòüñÿ, çàìåíÿÿ èõíà ïðîäîëæåíèÿ; âïðî÷åì, êàê ìû óâèäèì, áåç ýòî-ãî ïðåäïîëîæåíèÿ ìîæíî è îáîéòèñü). Ïîñêîëüêó�óíêöèÿ k 7→ xk âû÷èñëèìà, òî

m(xk) ≥ m(k) ≥ rkP (xk),èëè
rk ≤

m(xk)

P (xk)
.Ñëîæèâ ýòè íåðàâåíñòâà äëÿ âñåõ xk, ÿâëÿþùèõñÿíà÷àëàìè íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω, íàõî-äèì, ÷òî

u(ω) ≤
∑

{m(x)/P (x) | x � íà÷àëî ω}.(âñå íåðàâåíñòâà ïîíèìàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîí-ñòàíòû).Çäåñü èñïîëüçîâàíî, ÷òî âñå xk ðàçëè÷íû (òàêêàê â ñóììå â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèå êàæäîåíà÷àëî x âñòðå÷àåòñÿ îäèí ðàç, à â ñóììå äëÿ u(ω)ìîãëî áûòü íåñêîëüêî ÷ëåíîâ ñ îäíèì è òåì æå xk.Åñëè íå âñå xk ðàçëè÷íû, òî ïîëó÷èòñÿ ëèøü
u(ω) ≤

∑
{m(k)/P (xk) | xk � íà÷àëî ω},

è äàëåå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ñóììà
m(k) ïî âñåì k, äëÿ êîòîðûõ xk ðàâíî íåêîòîðîìóñëîâó x, íå áîëüøå m(x) (ïîñêîëüêó îáðàç ìåðû mïðè âû÷èñëèìîì îòîáðàæåíèè íå áîëüøå àïðèîð-íîé âåðîÿòíîñòè).Â ýòî òåîðåìå âìåñòî ñóììû ìîæíî íàïèñàòüòî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü:Òåîðåìà

u(ω) = sup{m(x)/P (x) | x � íà÷àëî ω}Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñòàëàòîëüêî ìåíüøå, òàê ÷òî â ìîäè�èêàöèè íóæäàåòñÿëèøü âòîðàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà.�àññìîòðèì �óíêöèè ui, äëÿ êîòîðûõ ui(ω) =
2i, åñëè u(ω) > 2i, è íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Ñóììà âåëè÷èí ui(ω) ïî âñåì i îòëè÷àåòñÿ îò u(ω)íå áîëåå ÷åì â äâà ðàçà ðàç (â îáå ñòîðîíû), åñëè
u(ω) íå ñëèøêîì ìàëî (à ìàëûå çíà÷åíèÿ íå âàæ-íû, òàê êàê íå âëèÿþò íà êîíå÷íîñòü èíòåãðàëà).Êàæäàÿ �óíêöèÿ ui åñòü 2i, óìíîæåííîå íà õà-ðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ ý��åêòèâíî îòêðû-òîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå åñòü ñ÷¼òíîå îáúåäèíåíèåíåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ. Òàêèì îáðàçîì, uiåñòü 2i, óìíîæåííóþ íà ðÿä èç õàðàêòåðèñòè÷å-ñêèõ �óíêöèé ýòèõ èíòåðâàëîâ. Â ñóììå ïîëó÷à-åòñÿ ðÿä äëÿ u (òî÷íåå, äëÿ áëèçêîé ê íåé �óíê-öèè) èç ñóìì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé èíòåð-âàëîâ ñ êîý��èöèåíòàìè, â êîòîðîì âñå íåíóëåâûå(â äàííîé òî÷êå) ÷ëåíû ñóòü ðàçëè÷íûå ñòåïåíèäâîéêè.Äàëåå âñ¼ ðàññóæäåíèå ïðîõîäèò êàê ðàíüøå, íîòîëüêî íàäî åù¼ çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ðÿäà èç ðàçëè÷-íûõ ñòåïåíåé äâîéêè (à ìû ïîçàáîòèëèñü, ÷òîáûîíè áûëè ðàçëè÷íû) ìàêñèìóì è ñóììà îòëè÷à-þòñÿ íå áîëåå ÷åì â äâà ðàçà. Òåîðåìà äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω ñëó÷àéíàòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ å¼ íà÷àëüíûõîòðåçêîâ ðàçíîñòü log2 P (x) − KP (x) îãðàíè÷åíàñâåðõó.(Â ñàìîì äåëå, òîëüêî ÷òî äîêàçàííàÿ òåîðå-ìà óòâåðæäàåò, ÷òî ìàêñèìóì ýòîé ðàçíîñòè ïîâñåì íà÷àëüíûì îòðåçêàì åñòü ïðå�èêñíûé äå-�åêò ñëó÷àéíîñòè.)Òåì ñàìûì ïîëó÷àåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìûËåâèíà � Øíîððà â âàðèàíòå ñ ïðå�èêñíîé ñëîæ-íîñòüþ (ïðè÷¼ì, â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî äîêàçà-òåëüñòâà, ïðå�èêñíàÿ ñëîæíîñòü âîçíèêàåò çäåñüåñòåñòâåííî, à íå êàê ïîáî÷íûé ïðîäóêò ðàññóæ-äåíèÿ.)4



5 Òåñòû è ñëîæíîñòèÄîêàçàííûå òåîðåìû âûðàæàþò äå�åêò ñëó÷àéíî-ñòè (çíà÷åíèå óíèâåðñàëüíîãî òåñòà) ÷åðåç ñëîæ-íîñòü, íî ëèøü äëÿ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòåé. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ÷òî ìîæíîñêàçàòü î êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ è íåëüçÿëè, ñêàæåì, ñâÿçàòü ñëîæíîñòü êîíå÷íîé ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè è äå�åêò ñëó÷àéíîñòè å¼ ïðîäîëæå-íèé?Êîå-÷òî íà ýòó òåìó ñêàçàòü ìîæíî. Êàê ïîëó-÷èòü �óíêöèþ íà êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ,íà÷àâ ñ óíèâåðñàëüíîãî òåñòà ñëó÷àéíîñòè u (âïðå�èêñíîì âàðèàíòå)?Ìîæíî îïðåäåëèòü �óíêöèþ ū íà êîíå÷íûõ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, ïîëîæèâ ū(z) ðàâíûì ìèíè-ìàëüíîìó äå�åêòó âñåõ ïðîäîëæåíèé, òî åñòü
inf{u(ω) | ω � áåñêîíå÷íîå ïðîäîëæåíèå z}Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, ýòà �óíêöèÿ ïåðå÷èñëèìàñíèçó (äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäèíèö,ñì. âûøå) è ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü u, òàê ÷òî å¼ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âàðèàíò ïðåäñòàâëåíèÿ�óíêöèè u, èçáåãàþùèõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòåé.Äðóãîé ñïîñîá ïîëó÷èòü �óíêöèþ íà êîíå÷íûõïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ � ðàññìîòðåòü óñëîâíîå ìà-òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå �óíêöèè u íà ïðîäîëæå-íèÿõ ñëîâà z (ïî ìåðå P ).Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ðàññìàòðèâàåì �óíêöèþ

U , äëÿ êîòîðîé U(z) ðàâíî èíòåãðàëó �óíêöèè uïî ìåðå P , îãðàíè÷åííîé íà ïðîäîëæåíèÿ ñëîâà z.Ýòà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðå÷èñëèìîé ñíèçó ïîëó-ìåðîé (è äàæå ìåðîé, âîò òîëüêî ìåðà âñåãî ïðî-ñòðàíñòâà íå îáÿçàòåëüíî ðàâíà åäèíèöå). Çàòåììû ïîëàãàåì û(z) ðàâíûì îòíîøåíèþ U(z)/P (z).Òåîðåìà
m(z)

P (z)
≤ ū(z) ≤ û(z) ≤

A(z)

P (z)
,ãäå m � àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü íà èçîëèðîâàííûõñëîâàõ, à A � àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü íà äåðåâå.(Âñå íåðàâåíñòâà ïîíèìàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äîìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû.)Â ñàìîì äåëå, ïåðâàÿ ÷àñòü ñëåäóåò èç �îðìó-ëû äëÿ u(ω): äëÿ âñåõ ω, ïðîäîëæàþùèõ z, â ñóì-ìó âõîäèò ñëàãàåìîå m(z)/P (z). Âî âòîðîì íåðà-âåíñòâå ìèíèìóì íå ïðåâîñõîäèò ìàòåìàòè÷åñêîãîîæèäàíèÿ. Íàêîíåö, ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûòå-êàåò èç ñðàâíåíèÿ ïåðå÷èñëèìîé ñíèçó ïîëóìåðû

T (z) ñ ìàêñèìàëüíîé ïîëóìåðîé A(z).

Â ëîãàðè�ìè÷åñêîé øêàëå ýòî íåðàâåíñòâî çà-ïèñûâàåò òàê:
− log P (x) − KP (x) ≤ log ū(z) ≤

≤ log û(z) ≤ − log P (x) − KA(x)Çàìåòèì åù¼, ÷òî ìåðà T ìîæåò çàâèñåòü îò P(ïîñêîëüêó ïî ñóùåñòâó ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàêñè-ìóì â êëàññå ìåð, èìåþùèõ ïëîòíîñòü îòíîñèòåëü-íî P ). Íî ýòà çàâèñèìîñòü íå ìîæåò áûòü îñîáåí-íî ñèëüíîé: ïðèâåä¼ííîå íåðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò,÷òî âîçìîæíûå êîëåáàíèÿ îãðàíè÷åíû ðàçíîñòüþìåæäó KP (x) è KA(x).Çàìå÷àíèå. Ïðàâûé çíàê íåðàâåíñòâà íåëüçÿçàìåíèòü íà ðàâåíñòâî. �àññìîòðèì, ñêàæåì, ðàâ-íîìåðíóþ ìåðó â êà÷åñòâå P . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åéâåëè÷èíà T (z) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êîãäà z ÿâëÿåò-ñÿ óäëèíÿþùèìñÿ íà÷àëîì âû÷èñëèìîé ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè (ïîñêîëüêó áåð¼òñÿ èíòåãðàë ïî ìíî-æåñòâàì, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ñîñòîèò èç åäèí-ñòâåííîé òî÷êè, à òî÷êà èìååò íóëåâóþ ìåðó îò-íîñèòåëüíî P ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, A(z) îñòà¼òñÿîòäåë¼ííîé îò íóëÿ äëÿ òàêèõ z.Âîïðîñ: ìîæíî ëè ñêàçàòü ÷òî-íèáóäü ïðîîñòàëüíûå çíàêè íåðàâåíñòâ? È çàâèñèò ëè T îòâûáîðà P?6 ÁåðíóëëèåâûïîñëåäîâàòåëüíîñòèÌîæíî îïðåäåëÿòü ñëó÷àéíîñòü íå òîëüêî îòíî-ñèòåëüíî îäíîé ìåðû, íî è îòíîñèòåëüíî ñåìåé-ñòâà ìåð. Íàèáîëåå åñòåñòâåííûé ïðèìåð òàêîãîðîäà � ñåìåéñòâî áåðíóëëèåâûõ ìåð, ñîîòâåòñòâó-þùèõ íåçàâèñèìûì áðîñàíèÿì ìîíåòû, ó êîòîðîéâåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ åäèíèöû ðàâíà p, ãäå p �íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî â îòðåçêå [0, 1].(Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå çíà÷åíèÿ p,íå òîëüêî âû÷èñëèìûå.) Íå�îðìàëüíî ãîâîðÿ, íàìäàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è ãîâîðÿò, ÷òî îíà ïî-ëó÷åíà â ðåçóëüòàòå íåçàâèñèìûõ áðîñàíèé ìîíå-òû (âîçìîæíî, íåñèììåòðè÷íîé); ìû äîëæíû ñêà-çàòü, ìûñëèìî ëè ýòî.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ Ω ÿâëÿåò-ñÿ ý��åêòèâíî íóëåâûì îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâàáåðíóëëèåâûõ ìåð, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êî-òîðûé ïî êàæäîìó ðàöèîíàëüíîìó ε > 0 óêàçû-âàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåðâàëîâ, êîòîðàÿ ïî-êðûâàåò A è ñóììà ìåð êîòîðûõ ïðè ëþáîì p íåïðåâîñõîäèò ε.5



Âîïðîñ: åñëè ìû îòêàæåìñÿ îò òðåáîâàíèÿ ý�-�åêòèâíîñòè, òî ðàâíîñèëüíî ëè ýòî òîìó, ÷òî ëþ-áàÿ áåðíóëëèåâà ìåðà ìíîæåñòâà A ðàâíà íóëþèëè ýòî áîëåå ñèëüíîå ñâîéñòâî?Êàê è äëÿ îäèíî÷íîé âû÷èñëèìîé ìåðû, ìîæ-íî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå ý��åê-òèâíî íóëåâîå ìíîæåñòâî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íîóìåòü êîððåêòèðîâàòü ñåìåéñòâà èíòåðâàëîâ òàê,÷òîáû ïîñëå êîððåêöèè ñóììà ìåð èíòåðâàëîâ îò-íîñèòåëüíî ëþáîé áåðíóëëèåâîé ìåðû áûëà áû íåáîëüøå ε è ÷òîáû êîððåêöèÿ íè÷åãî íå ìåíÿëà, åñ-ëè ñóììà ìåð áûëà ìåíüøå ε. Äëÿ ýòîãî, ïîëó÷èâî÷åðåäíîé èíòåðâàë, ìû óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñóììàìåð èíòåðâàëîâ ïðè ëþáîì ïàðàìåòðå p ìåíüøå
ε (ýòà ñóììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí îò pñ èçâåñòíûìè ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè, èåñëè îí âñþäó ìåíüøå ε, òî â ýòîì ìîæíî óáåäèòü-ñÿ).Òåïåðü ìîæíî íàçâàòü áåðíóëëèåâûìè òå ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå íå ñîäåðæàòñÿ â ìàêñè-ìàëüíî ý��åêòèâíî íóëåâîì ìíîæåñòâå (îòíîñè-òåëüíî ñåìåéñòâà áåðíóëëèåâûõ ìåð). Íå�îðìàëü-íî ãîâîðÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω ÿâëÿåòñÿ áåðíóë-ëèåâîé, åñëè óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî îíà ïîëó÷å-íà ïðè íåçàâèñèìûõ áðîñàíèÿõ (âîçìîæíî, íåñèì-ìåòðè÷íîé) ìîíåòû íå êàæåòñÿ íåâåðîÿòíûì. Àîíî áóäåò íåâåðîÿòíûì, åñëè ìîæíî ñ�îðìóëèðî-âàòü íåêîòîðîå ñâîéñòâî, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
ω, íî ÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâíî íóëåâûì îòíîñèòåëü-íî êëàññà áåðíóëëèåâûõ ìåð (è ïîòîìó äëÿ ëþáîãîçíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p èìååò ìåðó íóëü è ïîòîìóíåâåðîÿòíî).Êàê è äëÿ îäíîé ìåðû, ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíîïåðå�îðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ òåñòîâ è äå�åê-òîâ. À èìåííî, áóäåì íàçûâàòü ïåðå÷èñëèìóþ ñíè-çó �óíêöèþ t íà áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòÿõ òåñòîì áåðíóëëèåâîñòè, åñëè å¼ èíòåãðàë ïîëþáîé áåðíóëëèåâîé ìåðå íå ïðåâîñõîäèò 1. (Âìå-ñòî åäèíèöû ìîæíî áûëî áû âçÿòü äðóãóþ êîí-ñòàíòó, íî âàæíî, ÷òî ýòà êîíñòàíòà íå çàâèñèò îòïàðàìåòðà p.)Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ (êàê è ðàíüøå), ÷òî ñóùå-ñòâóåò ìàêñèìàëüíûé (ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëè-êàòèâíîé êîíñòàíòû) òåñò áåðíóëëèåâîñòè. Äîêà-çàòåëüñòâî èñïîëüçóåò òîò �àêò, ÷òî åñëè èíòå-ãðàë äàííîé ïðîñòîé �óíêöèè ïî ëþáîé áåðíóë-ëèåâîé ìåðå ìåíüøå 1, òî â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ(ïîñêîëüêó èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò ïà-ðàìåòðà p). Ëîãàðè�ì çíà÷åíèÿ ýòîãî ìàêñèìàëü-íîãî òåñòà íàçûâàþò äå�åêòîì áåðíóëëèåâîñòè;ýòîò äå�åêò îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâ-

íîé êîíñòàíòû.Êàê è ðàíüøå, áåðíóëëèåâîñòü ðàâíîñèëüíà êî-íå÷íîñòè äå�åêòà. Â ñàìîì äåëå, ìíîæåñòâî òåõòî÷åê, ãäå óíèâåðñàëüíûé òåñò áîëüøå N , ý�-�åêòèâíî îòêðûòî è èìååò ìåðó íå áîëüøå 1/Nïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà. Ñ äðóãîé ñòîðî-íû, åñëè ïðè êàæäîì ε åñòü ìíîæåñòâî èíòåðâà-ëîâ ìåðû ìåíüøå ε, è χε � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ�óíêöèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà èíòåðâàëîâ, òî �óíêöèÿ∑
2nχ4−n áóäåò òåñòîì ñëó÷àéíîñòè (ñ òî÷íîñòüþäî êîíñòàíòû).7 Êðèòåðèé áåðíóëëèåâîñòèÒåîðåìà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω áåðíóëëèåâà òî-ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà (ðåëÿòèâèçîâàííî)ñëó÷àéíà (â ñìûñëå Ìàðòèí-Ë¼�à) ïî áåðíóëëèå-âîé ìåðå Bp ïðè íåêîòîðîì äåéñòâèòåëüíîì p (äî-áàâëÿåìûì â êà÷åñòâå îðàêóëà ïðè îïðåäåëåíèèñëó÷àéíîñòè ïî Ìàðòèí-Ë¼�ó).Íàïîìíèì, ÷òî îïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîñòè ïîÌàðòèí-Ë¼�ó ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ìåðà âû÷èñëè-ìà. Ïîýòîìó îíî íå ïðèëîæèìî íåïîñðåäñòâåííî êáåðíóëëèåâîé ìåðå Bp, åñëè ïàðàìåòð p íå ÿâëÿåò-ñÿ âû÷èñëèìûì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì. Íî îïðå-äåëåíèå Ìàðòèí-Ë¼�à ìîæíî ðåëÿòèâèçîâàòü, äî-áàâèâ â êà÷åñòâå îðàêóëà ÷èñëî p (íàïðèìåð, â�îðìå åãî äâîè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ). Òàêîå ðåëÿòè-âèçîâàííîå ïîíÿòèå ñëó÷àéíîñòè îòíîñèòåëüíî Bpóæå èìååò ñìûñë è èìåííî îíî èñïîëüçóåòñÿ â òåî-ðåìå.Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò ïîíÿòèå ðàâíî-ìåðíîãî òåñòà ñëó÷àéíîñòè îòíîñèòåëüíî ñåìåé-ñòâà áåðíóëëèåâûõ ìåð.Òàêîé òåñò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �óíêöèþ äâóõàðãóìåíòîâ; íå�îðìàëüíî ãîâîðÿ, t(ω, p) èçìåðÿ-åò êîëè÷åñòâî çàêîíîìåðíîñòåé â ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè ω ∈ Ω îòíîñèòåëüíî ìåðû Bp äëÿ äàííîãî

p ∈ [0, 1]. Ìû ïî-ïðåæíåìó òðåáóåì, ÷òîáû �óíê-öèÿ t áûëà ïåðå÷èñëèìà ñíèçó, íî òåïåðü îïðåäå-ëåíèå áîëåå ñëîæíîå, ïîñêîëüêó åñòü äîïîëíèòåëü-íûé ïàðàìåòð p. À èìåííî, ìû òðåáóåì, ÷òîáû tÿâëÿëàñü ïîòî÷å÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ âû÷èñëèìîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèé tn. Êàæäàÿ �óíê-öèÿ tn çàäà¼òñÿ ñëîâîì zn, ðàöèîíàëüíûì èíòåð-âàëîì (un, vn) è íåîòðèöàòåëüíûì ðàöèîíàëüíûìçíà÷åíèåì cn. Ïðè ýòîì tn(ω, p) ðàâíî cn, åñëè ωíà÷èíàåòñÿ íà zn, à p ïîïàäàåò â èíòåðâàë (un, vn);â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ tn(ω, p) = 0.Âû÷èñëèìîñòü ïîíèìàåòñÿ êàê ñóùåñòâîâàíèåàëãîðèòìà, âû÷èñëÿþùåãî cn, un, vn, zn ïî n. Çà-6



ìåòèì åù¼, ÷òî â ÷èñëî èíòåðâàëîâ ïîïàäàþò èïîëóèíòåðâàëû [0.v) è (u, 1] (îíè âîçíèêàþò, åñëèîäèí èç êðà¼â èíòåðâàëà (u, v) âûõîäèò çà ïðåäåëûîòðåçêà [0, 1]).Ïîìèìî ïåðå÷èñëèìîñòè ñíèçó, òðåáóåòñÿ, ÷òî-áû ïðè ëþáîì p ∈ [0, 1] ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå(òî åñòü èíòåãðàë t(ω, p) ïî ìåðå Bp) íå ïðåâîñõî-äèëî åäèíèöû.Äàëåå ïëàí äîêàçàòåëüñòâà òàêîé:(1) ñðåäè âñåõ ðàâíîìåðíûõ òåñòîâ ñëó÷àéíîñòèîòíîñèòåëüíî êëàññà áåðíóëëèåâûõ ìåð ñóùåñòâó-åò óíèâåðñàëüíûé òåñò u (íàèáîëüøèé ñ òî÷íîñòüþäî ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû);(2) ïðè ýòîì �óíêöèÿ u′(ω) = infp u(ω, p) ñîâ-ïàäàåò ñ îïðåäåë¼ííûì âûøå óíèâåðñàëüíûì òå-ñòîì áåðíóëëèåâîñòè; îòñþäà âèäíî, ÷òî áåðíóë-ëèåâîñòü ω, òî åñòü êîíå÷íîñòü u′(ω), ðàâíîñèëüíàêîíå÷íîñòè u(ω, p) õîòÿ áû äëÿ îäíîãî p ∈ [0.1];(3) íàêîíåö, ïðè äàííîì p �óíêöèÿ up(ω) =
u(ω, p) ñîâïàäàåò ñ óíèâåðñàëüíûì òåñòîì ñëó÷àé-íîñòè îòíîñèòåëüíî ìåðû Bp (ðåëÿòèâèçîâàííûìîòíîñèòåëüíî p) è ïîòîìó êîíå÷íîñòü u(ω, p) ðàâ-íîñèëüíà (ðåëÿòèâèçîâàííîé) ñëó÷àéíîñòè ω ïîìåðå Bp.Óäèâèòåëüíî, íî âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâà-þòñÿ áåç áîëüøîãî òðóäà è íîâûõ èäåé.(1) Ìû ìîæåì ïîðîæäàòü âñå ïåðå÷èñëèìûåñíèçó �óíêöèè; èõ íàäî êîððåêòèðîâàòü, ÷òîáûâñå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ áûëè áû íå áîëü-øå 2 è ÷òîáû òåñòû ñëó÷àéíîñòè ïðè êîððåêöèè íåìåíÿëèñü. Â ñàìîì äåëå, íà êîíå÷íîì øàãå (êîãäà�óíêöèÿ åñòü ìàêñèìóì êîíå÷íîãî ÷èñëà �óíêöèé
tn) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ìîæíî âû÷èñëèòü,ðàçáèâ îòðåçîê [0, 1] íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîìåæóò-êîâ, íà êàæäîì ïðîìåæóòêå èíòåãðàë áóäåò ìíî-ãî÷ëåíîì îò p, è åñëè ïðè êàæäîì p ýòî ìåíüøå 2,òî â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ). Òîëüêî óáåäèâøèñü âýòîì, ìû ââîäèì â óïîòðåáëåíèå î÷åðåäíóþ �óíê-öèþ tn.Äàëåå ñêëàäûâàåì ñêîððåêòèðîâàííûå �óíêöèèñ êîý��èöèåíòàìè, ñóììà êîòîðûõ ìåíüøå 1/2.(2) �àññìîòðèì �óíêöèþ infp u(ω, p), ãäå u �óíèâåðñàëüíûé ðàâíîìåðíûé òåñò ñëó÷àéíîñòè îò-íîñèòåëüíî ñåìåéñòâà áåðíóëëèåâûõ ìåð. Íàì íà-äî äîêàçàòü, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì òå-ñòîì áåðíóëëèåâîñòè. Èíòåãðàë ýòîé �óíêöèè ïîëþáîé ìåðå Bp íå áîëüøå åäèíèöû, òàê êàê ýòà�óíêöèÿ íå ïðåâîñõîäèò tp. Ïðîâåðèì, ÷òî îíà ïå-ðå÷èñëèìà ñíèçó. Äëÿ ýòîãî íàäî óñòàíîâèòü, ÷òîïðè ëþáîì ðàöèîíàëüíîì r ìíîæåñòâî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé ω, ïðè êîòîðûõ
inf
p

u(ω, p) > r,ý��åêòèâíî îòêðûòî (è åãî ìîæíî ïîëó÷àòü ý�-�åêòèâíî ïî p). Óêàçàííîå óñëîâèå ìîæíî ïåðåïè-ñàòü òàê: ñóùåñòâóåò òàêîå r′ > r, ÷òî ïðè âñåõ pçíà÷åíèå t(ω, p) áîëüøå r′. Óñëîâèå u(ω, p) > r′ çà-äà¼ò îòêðûòîå ìíîæåñòâî â ïðîèçâåäåíèè Ω×[0, 1],è ìû ìîæåì ïåðå÷èñëÿòü ñîñòàâëÿþùèå åãî èí-òåðâàëû (ïðîèçâåäåíèÿ êîíóñîâ â Ω è èíòåðâàëîââ [0, 1]. Èíòåðåñóþùåå íàñ ñâîéñòâî ñîñòîèò â òîì,÷òî ýòî îòêðûòîå ìíîæåñòâî öåëèêîì ñîäåðæèò îò-ðåçîê {ω}× [0, 1]. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ýòî îáñòîÿ-òåëüñòâî âûÿñíÿåòñÿ íà êîíå÷íîì øàãå, è ïîòîìóóêàçàííîå ñâîéñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω òîæå áó-äåò ý��åêòèâíî îòêðûòûì. Êâàíòîð ñóùåñòâîâà-íèÿ ïî r′ (îáúåäèíåíèå ïî âñåì r′ > r) íå íàðóøàåòý��åêòèâíîé îòêðûòîñòè.Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ infp u(ω, p) áóäåò òå-ñòîì áåðíóëëèåâîñòè è ïîòîìó íå ïðåâîñõîäèòìàêñèìàëüíîãî òàêîãî òåñòà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,ëþáîé òåñò áåðíóëëèåâîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòüêàê ðàâíîìåðíûé òåñò, íå çàâèñÿùèé îò p, òàê ÷òîâûïîëíåíî è îáðàòíîå íåðàâåíñòâî.(3) Ïóñòü ñíà÷àëà p ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìûì äåé-ñòâèòåëüíûì ÷èñëîì. Òîãäà �óíêöèÿ up : ω 7→
t(ω, p) ÿâëÿåòñÿ ïåðå÷èñëèìîé ñíèçó (äëÿ âû÷èñ-ëèìîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà ìîæíî ïåðå÷èñëÿòüðàöèîíàëüíûå èíòåðâàëû, åãî ñîäåðæàùèå, è òåìñàìûì ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü up â âèäå òî÷-íîé âåðõíåé ãðàíè âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè ïðîñòûõ �óíêöèé). Ïîýòîìó up ÿâëÿåòñÿ òå-ñòîì ñëó÷àéíîñòè ïî ìåðå Bp. Òàêèì îáðàçîì, ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé u(ω, p) = ∞, íåñëó÷àéíà ïî ìåðå Bp.Ýòî æå ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðîâåñòè è ñ îðàêó-ëîì. Âçÿâ â êà÷åñòâå îðàêóëà äâîè÷íîå ðàçëîæå-íèå p, óáåæäàåìñÿ, ÷òî åñëè u(ω, p) = ∞, òî ω íåñëó÷àéíà (â p-ðåëÿòèâèçîâàííîì ñìûñëå) îòíîñè-òåëüíî ìåðû Bp.Íåñêîëüêî ñëîæíåå ïðîâåðèòü îáðàòíîå óòâåð-æäåíèå. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè t � ïåðå÷èñëè-ìûé ñíèçó îòíîñèòåëüíî p òåñò ñëó÷àéíîñòè ïîìåðå Bp è t(ω) = ∞, òî ìîæíî ïîñòðîèòü ðàâ-íîìåðíûé äå�åêò ñëó÷àéíîñòè t′ (ïåðå÷èñëèìûéñíèçó óæå áåçî âñÿêîãî îðàêóëà), äëÿ êîòîðîãî
t′(ω, p) = ∞.Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà p âû÷èñ-ëèìî è ïîòîìó t ïåðå÷èñëèì ñíèçó. Ôóíêöèþ t (êêîòîðîé äîáàâëåí �èêòèâíûé ïàðàìåòð p) íåëüçÿðàññìàòðèâàòü êàê ðàâíîìåðíûé òåñò, ïîñêîëüêó7



å¼ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî ìåðå Bq (ïðè q 6=
p) ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì. Íî å¼ ìîæíî ïû-òàòüñÿ ïåðåäåëàòü â t′, êîòîðàÿ óæå ïî-íàñòîÿùåìóçàâèñèò îò p. À èìåííî, ïåðå÷èñëÿÿ ñíèçó ïðèáëè-æåíèÿ ê t, ìû ñìîòðèì, ïðè êàêèõ q ïðîèñõîäÿòíàðóøåíèÿ óñëîâèÿ íà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå,è äëÿ ýòèõ �ïëîõèõ� q óâåëè÷åíèÿ íå ïðîèçâîäèì(äîáàâëÿÿ îãðàíè÷èâàþùèé èíòåðâàë â ïåðå÷èñëå-íèå ñíèçó äëÿ �óíêöèè t′). Ïðè ýòîì îöåíêè ìîæ-íî âûïîëíÿòü ñ ïîãðåøíîñòüþ, äîñòàòî÷íî, ÷òîáèíòåãðàë îò t′(ω, q) ïî ìåðå Bq íå ïðåâîñõîäèë(ñêàæåì) 2, è ÷òîáû äëÿ òåõ q, ïðè êîòîðûõ èí-òåãðàë îò t áûë èçíà÷àëüíî íå áîëüøå 1, íè÷åãî íåìåíÿëîñü.Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê ñëó÷àþ íåâû÷èñëèìîãî p.Â ýòîì ñëó÷àå p çàâåäîìî íå áóäåò äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûì, è ïîòîìó ìîæíî ïîëó÷àòü áèòûåãî ðàçëîæåíèÿ, óìåÿ íàõîäèòü ñêîëü óãîäíî òî÷-íûå ïðèáëèæåíèÿ ê p. Ïîýòîìó îðàêóëüíóþ ìà-øèíó, ïåðå÷èñëÿþùóþ ñíèçó t, åñëè åé äàòü îðà-êóë äëÿ p, ìîæíî ïåðåäåëàòü â ïåðå÷èñëåíèå ñíèçóíåêîòîðîé �óíêöèè t̃(ω, q), êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ tïðè q = p. Ýòà �óíêöèÿ íå îáÿçàíà áûòü òåñòîìñëó÷àéíîñòè (êðîìå êàê ïðè q = p), íî å¼ ìîæ-íî ïîäâåðãíóòü êîððåêöèè. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîéêîððåêöèè ìû íå çíàåì p, íî è íå èñïîëüçóåì åãî �ìû ñëåäèì, ÷òîáû êîððåêöèÿ âëèÿëà ëèøü íà òå q,ïðè êîòîðûõ èíòåãðàë áîëüøå 1, è ýòî ãàðàíòèðó-åò íåâìåøàòåëüñòâî ïðè q = p. Îäíîâðåìåííî ìûîáåñïå÷èâàåì ïðåâûøåíèå èíòåãðàëà (ïðè ëþáîì
q) íå áîëåå ÷åì â äâà ðàçà.[Âîïðîñ. Ìîæíî ëè îïðåäåëèòü áåðíóëëèåâû ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè òàê: áåð¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòüíåçàâèñèìûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àé-íûõ ÷èñåë â [0, 1] è íåêîòîðîå ÷èñëî p (íå îáÿçà-òåëüíî âû÷èñëèìîå); äàëåå çàìåíÿåì ÷èñëà, ìåíü-øèå q, íà åäèíèöû, à îñòàëüíûå íà íóëè.℄8 �àâíîìåðíûå òåñòûñëó÷àéíîñòèÈäåÿ ðàâíîìåðíîãî òåñòà ñëó÷àéíîñòè, ïðèìåí¼í-íàÿ âûøå ê êëàññó áåðíóëëèåâûõ ìåð, ìîæåò áûòüïðèìåíåíà è ê êëàññó âñåõ ìåð íà ïðîñòðàíñòâå Ω.Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå òåñòîâ ñëó÷àéíîñòè íàäîðàññìàòðèâàòü �óíêöèè t(ω, P ) ñ äâóìÿ àðãóìåí-òàìè: ïåðâûé ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èç ω,à âòîðîé � ìåðîé íà Ω. (Çíà÷åíèÿ �óíêöèé íåîò-ðèöàòåëüíû, äîïóñêàåòñÿ è+∞.) Ïðè ýòîì îãðàíè-÷åíèå íà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÿñíî: ìû òðå-

áóåì, ÷òîáû ïðè ëþáîì P èíòåãðàë îò �óíêöèè
ω 7→ t(ω, P ) ïî ìåðå P íå ïðåâîñõîäèë 1. Îñòàëîñüîïðåäåëèòü ïåðå÷èñëèìîñòü ñíèçó.Áóäåì íàçûâàòü èíòåðâàëîì â ïðîñòðàíñòâåìåð ìíîæåñòâî ìåð, êîòîðîå çàäà¼òñÿ íàáîðîìóñëîâèé âèäà r1 < P (u) < r2, ãäå u � íåêîòîðîåäâîè÷íîå ñëîâî, à r1, r2 � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.Ïðîñòîé �óíêöèåé íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ t(ω, P ),êîòîðàÿ ðàâíà íåêîòîðîé ðàöèîíàëüíîé êîíñòàíòå,êîãäà ω íà÷èíàåòñÿ íà äàííîå ñëîâî, à P ïðèíàäëå-æèò äàííîìó èíòåðâàëó â ïðîñòðàíñòâå ìåð, è ðàâ-íà íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òàêèå �óíêöèè èìå-þò åñòåñòâåííóþ íóìåðàöèþ. Ïåðå÷èñëèìîé ñíè-çó �óíêöèåé íàçûâàåì òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü âû-÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòûõ �óíêöèé.Êàê îáû÷íî, ñðåäè âñåâîçìîæíûõ òåñòîâ ñëó-÷àéíîñòè ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ñ òî÷íîñòüþäî êîíñòàíòû. Â ñàìîì äåëå, îáû÷íîå ïîñòðîå-íèå òðåáóåò óìåíèÿ êîððåêòèðîâàòü ïåðå÷èñëè-ìóþ ñíèçó �óíêöèþ, ÷òîáû îíà ñòàíîâèëàñü òå-ñòîì (ïî÷òè òåñòîì) è íå ìåíÿëàñü, åñëè óæå áû-ëà òåñòîì. Äëÿ ìàêñèìóìà êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðî-ñòûõ �óíêöèé ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæíî ïðîâå-ðèòü (èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé �óíêöèåé îòìåð êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëîâ íà ó÷àñòêàõ, çàäàâàåìûõíàáîðàìè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, è ñîîòâåòñòâóþ-ùèå ïðîâåðêè ëåãêî âûïîëíèòü).Ìàêñèìàëüíûé òåñò ñëó÷àéíîñòè u(ω, P ) ìîæíîçàòåì èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîñòèïî ïðîèçâîëüíîé ìåðå (íå îáÿçàòåëüíî âû÷èñëè-ìîé), îáúÿâèâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω ñëó÷àéíîé ïîìåðå P , åñëè u(ω, P ) < ∞.Âî ÷òî ïðåâðàùàåòñÿ ýòî îïðåäåëåíèå, åñëè ìå-ðà âû÷èñëèìà? Äëÿ âû÷èñëèìîé ìåðû P �óíê-öèÿ ω 7→ u(ω, P ) ÿâëÿåòñÿ ïåðå÷èñëèìîé ñíèçó,ïîñêîëüêó ìîæíî ïåðå÷èñëÿòü âñå èíòåðâàëû, ñî-äåðæàùèå ìåðó P . Ïîýòîìó ýòà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿòåñòîì ñëó÷àéíîñòè (â ñòàðîì ñìûñëå ñëîâà) îòíî-ñèòåëüíî ìåðû P . Ïîýòîìó åñëè u(ω, P ) = ∞, òî
ω íå ñëó÷àéíà ïî Ìàðòèí-Ë¼�ó îòíîñèòåëüíî ìå-ðû P .Ïîêàæåì, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå. Ïóñòü èìååò-ñÿ íåêîòîðàÿ ïåðå÷èñëèìàÿ ñíèçó �óíêöèÿ t íà
ω, ÿâëÿþùàÿñÿ òåñòîì ñëó÷àéíîñòè îòíîñèòåëüíîìåðû P . Ôóíêöèÿ t̃(ω, Q) = t(ω) íå áóäåò ðàâíî-ìåðíûì òåñòîì ñëó÷àéíîñòè, ïîñêîëüêó å¼ èíòå-ãðàë ïðè Q 6= P ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì. Îä-íàêî å¼ ìîæíî êîððåêòèðîâàòü. Â ñàìîì äåëå, äëÿêîíå÷íîãî ÷èñëà ñëîâ, ïîÿâèâøèõñÿ â ïðèáëèæå-íèè ñíèçó ê �óíêöèè �óíêöèè t, èíòåãðàë ïî ìåðå
P îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé ìåðû8



íà ñëîâàõ. Óñëîâèå �èíòåãðàë íå áîëüøå 1� çàäà¼òâ ñîîòâåòñòâóþùåì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâåíåêîòîðûé ìíîãîãðàííèê, êîòîðûé ìîæíî ïðè-áëèçèòü îáúåäèíåíèåì èíòåðâàëîâ â ïðîñòðàíñòâåìåð. Âçÿâ ïðèáëèæåíèå äîñòàòî÷íî òî÷íûì, ìû íåèçìåíèì �óíêöèþ òàì, ãäå èíòåãðàë áûë ìåíüøååäèíèöû, íî äîáü¼ìñÿ, ÷òîáû îí âåçäå íå ïðåâîñ-õîäèë 2.Ñëåäîâàòåëüíî, èç íåñëó÷àéíîñòè ïî Ìàðòèí-Ë¼�ó îòíîñèòåëüíî P ñëåäóåò íåñëó÷àéíîñòü â íî-âîì ñìûñëå.Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è â ñëó÷àå, êî-ãäà åñëè ìåðà âû÷èñëèìà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðî-ãî îðàêóëà A è ñàì îðàêóë A ìîæíî âîññòàíî-âèòü, óìåÿ âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ìåðû ñ ïðîèçâîëü-íîé òî÷íîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíèå ñëó-÷àéíîñòè ñ ïîìîùüþ ðàâíîìåðíûõ òåñòîâ ñîâïà-äàåò ñ îïðåäåëåíèåì Ìàðòèí-Ë¼�à, ðåëÿòèâèçî-âàííûì îòíîñèòåëüíî A. Â ñàìîì äåëå, åñëè t ÿâ-ëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì òåñòîì ñëó÷àéíîñòè, à P �âû÷èñëèìàÿ îòíîñèòåëüíî A ìåðà, òî �óíêöèÿ
ω 7→ t(ω, P ) ÿâëÿåòñÿ ïåðå÷èñëèìîé ñíèçó îòíîñè-òåëüíîA è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (ðåëÿòèâèçîâàííûéîòíîñèòåëüíî A) òåñò ñëó÷àéíîñòè îòíîñèòåëüíîìåðû P .Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè èìååòñÿ ïåðå÷èñëèìûéñíèçó îòíîñèòåëüíî A òåñò îòíîñèòåëüíî P , òîìîæíî ïîñòðîèòü ïåðå÷èñëèìóþ ñíèçó �óíêöèþäâóõ àðãóìåíòîâ, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ýòèì òåñòîì,åñëè âòîðîé àðãóìåíò ïîëîæèòü ðàâíûì P . (Çäåñüèñïîëüçóåòñÿ òîò �àêò, ÷òî ìíîæåñòâî A ìîæíîâîññòàíîâèòü, óìåÿ âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ìåðû P ñïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ.) Ýòà �óíêöèÿ íå áóäåòòåñòîì, òàê êàê óñëîâèå íà èíòåãðàë âûïîëíåíî,ëèøü åñëè âòîðîé àðãóìåíò ðàâåí P . Íî å¼ ìîæíîñäåëàòü òåñòîì, ïîäâåðãíóâ êîððåêöèè, ïîñëå êî-òîðîé èíòåãðàë ïðè ëþáîé ìåðå íå ïðåâîñõîäèò 2,è çíà÷åíèÿ îñòàëèñü ïðåæíèìè â òîì ñëó÷àå, êîãäàèíòåãðàë è òàê áûë íå áîëüøå 1.Äîêàçàííûé ðåçóëüòàò äåëàåò åù¼ áîëåå óäèâè-òåëüíîé ñëåäóþùóþ òåîðåìó (êîòîðàÿ åñòü â çà-ìåòêàõ �à÷à): ñóùåñòóåò ìåðà, îòíîñèòåëüíî êîòî-ðîé ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíà. Âåäü äëÿëþáîé âû÷èñëèìîé ìåðû ñóùåñòâóåò íå ñëó÷àéíàÿîòíîñèòåëüíî ýòîé ìåðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (âû-áèðàåì î÷åðåäíîé ÷ëåí òàê, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü èí-òåðâàëà óìåíüøèëàñü ïî êðàéíåé ìåðå â ïîëòîðàðàçà; ïîëó÷àåì âû÷èñëèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,êîòîðàÿ èìååò ìåðó íóëü). Ýòî æå âåðíî è ñ ëþ-áûì îðàêóëîì. Ïîýòîìó ìåðà, îòíîñèòåëüíî êîòî-ðîé ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíà, íå ýêâè-

âàëåíòíà íèêàêîìó îðàêóëó (íå ñóùåñòâóåò îðàêó-ëà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî îíà âû÷èñëèìà è êîòî-ðûé ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí ïî ïðèáëèæåíèÿì êìåðå).Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü ýòî îïðåäåëåíèå ñëó÷àéíî-ñòè îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé ìåðû èíòóèòèâ-íî óäîâëåòâîðèòåëüíûì? Íåäîñòàòîê: ïóñòü ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíà îòíîñèòåëüíî ìåðû P èíà÷èíàåòñÿ íà íóëü. Èçìåíèì çíà÷åíèÿ ìåðû íàïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, íà÷èíàþùèõñÿ íà åäèíèöó(èëè äàæå íà íåñêîëüêî åäèíèö ïîäðÿä). Ïðè ýòîìîïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîñòè ìîæåò èçìåíèòüñÿ, åñ-ëè òåïåðü ìåðà ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì îðàêóëîì(ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ÷òî-òî, ÷òî ðàíüøå íå áû-ëî âû÷èñëèìûì). Ïî àíàëîãè÷íûì ïðè÷èíàì ñëó-÷àéíîñòü ïî ìåðå, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ðàâíî-ìåðíîé äîáàâëåíèåì ÷åãî-íèáóäü î÷åíü ìàëîãî, íîïëîõî âû÷èñëèìîãî, îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àéíîñòè ïîðàâíîìåðíîé ìåðå. (×òî êàæåòñÿ ïðîòèâîðå÷àùèìíàøåé èíòóèöèè.)[×òî ìîæíî ñêàçàòü î òàêîì âàðèàíòå îïðåäåëå-íèÿ: áåð¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó-÷àéíûõ ÷èñåë â [0, 1] (â ñìûñëå Ìàðòèí-Ë¼�à) èçàòåì ñðàâíèâàåì î÷åðåäíîå ÷èñëî ñ òðåáóåìîé ìå-ðîé óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ïîÿâëåíèÿ åäèíèöû?℄
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